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Основным недостатком модели местных упругих де-
формаций грунтовых оснований является полное игнори-
рование распределительной способности основания, т. е. 
согласно этой модели осадка основания получается толь-
ко под загрузочной площадкой, что не соответствует ре-
альным свойствам грунтовых оснований [1]. Вместе с тем 
данная модель основания широко применяется в расчет-
ной практике благодаря простоте ее применения в мате-
матическом отношении. Упомянутый недостаток этой мо-
дели устраняется применением модели упругой полупло-
скости и упругого полупространства. Данные модели так-
же обладают недостатками. Глубокие математические ис-
следования модели упругой полуплоскости показали, что, 
обладая распределительной способностью, данная мо-
дель переоценивает распределительную способность ре-
альных грунтовых оснований. Кроме того, модель упру-
гой полуплоскости позволяет определить не абсолютные 
значения осадок, а их относительные значения. При ис-
пользовании этой модели расчетный аппарат строится с 
применением формулы Фламана. Данная модель широ-
ко развита в трудах известного специалиста И.А. Симву-
лиди (1973) и его научной школой. Дальнейшим разви-
тием применения моделей, позволяющих учитывать рас-
пределительную способность основания, является при-
менение модели упругого полупространства, где отправ-
ной точкой применения данной модели является форму-
ла Буссинеска, позволяющая определить осадку однород-
ного основания от сосредоточенной силы. В этом случае 
также переоценивается распределительная способность 
основания. Б.Н. Жемочкиным (1962) предложена инже-
нерная методика расчета фундаментных балок на упру-
гом полупространстве. Чтобы приблизить распредели-
тельную способность основания к реально наблюдаемым, 
применялись неоднородные по глубине модели. При этом 
из-за математической трудности решаемых задач прихо-

дилось прибегнуть к различным приближенным вариан-
там. В 1976 г. Дж. Бурландом предложено решить задачу 
Буссинеска для полупространства с линейно увеличиваю-
щимся по глубине модулем деформаций. Первые попытки 
решения данной задачи были сделаны Н.К. Снитко (1976), 
но решение не было доведено до получения аналитиче-
ского выражения. В [2] данная задача была решена, когда 
модуль деформации увеличивается по глубине по линей-
ному и квадратичному законам в виде:

	 	 (1)

	 .	 (2)

При увеличении модуля деформации по глубине по ли-
нейному закону (1) для определения осадки дневной по-
верхности полупространства на расстоянии  от точки при-
ложения сосредоточенной силы  получено выражение:

	 ,	 (3)

где ;

	 ,	 (4)

а в случае квадратичного увеличения модуля деформаций 
основания по (2):

	

Там же показано, что неоднородное полупространство 
обладает меньшей распределительной способностью, чем 
однородное, и варьируя параметрами неоднородности, 
можно регулировать расчетную распределительную спо-
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собность, что важно с точки зрения практического приложе-
ния данной модели. При расчете инженерных конструкций 
на упругом полупространстве широко применяется практи-
ческая методика расчета, предложенная Б.Н. Жемочкиным 
(1962), когда контактное давление между конструкцией и 
основанием аппроксимируется кусочно-постоянными функ-
циями. Как показано в [3, 4], при равном числе расчетных 
участков кусочно-линейная аппроксимация дает большую 

точность и при переходе от одного участка к другому реак-
тивное давление основания не терпит разрыва. Поэтому в 
данном случае рассматривается определение осадки днев-
ной поверхности полупространства от треугольной, распре-
деленной по прямоугольной площади, нагрузки (рис. 1) при 
увеличении модуля деформаций основания по глубине по 
линейному закону. Согласно рис. 1 и зависимости (3–4) для 
искомой осадки имеем:

Рис. 2. Схема расчета осадки от нагрузки, приложенной в центреРис. 1. Схема расчета осадки от треугольной нагрузки
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Вычислив интеграл от первого слагаемого, найдем: , где

Для вычисления осадки однородного основания от нагрузки, показанной на рис. 2, достаточно принять 
.

Теперь перейдем к интегрированию слагаемых в (5), отражающих влияние неоднородности основания по глубине. Если 

учесть, что , то из четырех слагаемых в (5), отражающих влияние неоднородности основания к первым 

трем, может быть применено численное интегрирование. Особенность может появиться только в последнем слагаемом. 

Поэтому это слагаемое интегрируем по :

Теперь с применением  к выражению (7) может быть применен метод численного интегрирования. 
Чтобы не загромождать выражение осадки с учетом неоднородности, эти интегралы вычислим численно с применением 
квадратурной формулы Гаусса с восемью узлами, обладающей высокой точностью по сравнению с другими квадратурны-
ми формулами:
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Тогда осадка от нагрузки, показанной на рис. 1, 
вычисляется по формуле: ,
а от нагрузки, показанной на рис. 2, по формуле: 

. На алгоритмиче-
ском языке Turbo Pasсal 7.1 составлена процедура, реа-
лизующая вычисления по вышеприведенным формулам.

Для построения методики расчета балка или рама, опи-
рающаяся на упругое основание, отделяется от основания, 
и его действие на сооружение заменяется распределенным 
по зоне контакта неизвестным контактным давлением, и 
оно аппроксимируется кусочно-линейными функциями, что 
равносильно разбивке контактной зоны на определенное 
количество участков не обязательно равной длины и при-
нятию изменения контактного давления в пределах введен-
ных зон линейными функциями. При этом в роли основных 
неизвестных выступают ординаты контактного давления на 
границах введенных зон. Увеличивая количества зон, мож-
но вести расчет с любой желаемой точностью. Таким об-
разом, решение рассматриваемой задачи сводится к рас-
чету незакрепленной балки и рамы, загруженной заданной 
внешней нагрузкой и неизвестным контактным давлени-
ем. Чтобы обеспечить ее геометрическую неизменяемость 
она закрепляется заделкой в любой точке и рассчитывает-
ся на совместное действие выше упомянутых нагрузок. За-
тем, рассчитывая конструкцию известными методами стро-
ительной механики стержневых систем для вертикальных 
перемещений контактной зоны, находим:
	

.	 (9)

С учетом перемещения балки или рамы как жесткого 
тела, так как в действительности они были свободными, 
для истинных перемещений имеем:

,	 (10)

где  и  – соответственно линейное поступательное пе-
ремещение и угловое перемещение балки или рамы в се-
чении, в котором была введена заделка. Так как система 
находится в равновесии, для свободной системы составля-
ются два уравнения равновесия в виде проекций всех сил 
на вертикальную ось и сумма моментов относительно лю-
бой точки. Третье уравнение выполняется автоматически, 
так как отсутствуют горизонтальные силы. Уравнения рав-
новесия в матричной форме имеют вид:

	 .	 (11)

Таким образом, если искомыми ординатами неизвест-
ного контактного давления будет  неизвестных q1, q2, ..., 
qn общее количество неизвестных с учетом неизвестных  
и  и будет +2.

Далее, используя построенные функции влияния осадок 
основания на принципе независимости действия сил, опре-
деляются осадки основания в точках, где вычислялись про-
гибы балки:
	

.	 (12)

Теперь из условия плотного прилипания балки к основа-
нию, т. е. из контактного условия  получаем следу-
ющее матричное уравнение:

	 .	 (13)

Решив это матричное уравнение, выражаем ординаты 
контактного давления между основанием и балкой через 
перемещения  и :

	 ,	 (14)

где ; ; .

Учитывая (14) в (11), получаем систему линейных уравне-
ний относительно неизвестных перемещений  и . Решив 
ее, находим эти неизвестные и, учитывая их найденные зна-
чения в (14), находим ординаты контактного давления; тем 

Рис. 3. Функции влияния осадок от соответствующих нагрузок при различных параметрах неоднородности
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Рис. 4. Эпюра изгибающих моментов и контактного давления в 
двухступенчатой балке, загруженной тремя сосредоточенными 
силами
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самым раскрывается статическая неопределимость балки 
или рамы на упругом основании. После этого дальнейший 
расчет ведется известными методами строительной механи-
ки. Изложенное проиллюстрируем численными примерами.

Пример 1. На рис. 3 построены функции влияния оса-
док от соответствующих нагрузок при различных значени-
ях параметра неоднородности. Как видно из этих графиков, 
с увеличением параметра неоднородности основания силь-
но уменьшается распределительная способность, а также 
максимальная осадка под загрузочной площадкой. Это ука-
зывает на то, что, изменяя параметр глубинной неоднород-
ности полупространства, можно регулировать распредели-
тельную способность основания и тем самым максималь-
но приблизить результаты, доставляемые математической 
моделью основания к наблюдаемым, в реальных грунто-
вых основаниях конструкций. Для приведенных примеров 
увеличение параметра неоднородности  от нуля до 0,8 по-
зволило уменьшить максимальную осадку более чем в два 
раза, и по удалении от загрузочной площадки распредели-
тельная способность уменьшилась в десятки и более раз.

Пример. 2. Построим эпюру изгибающих моментов 
и контактного давления в двухступенчатой балке, загружен-
ной тремя сосредоточенными силами (рис. 4). Для расчета 
разделим контактную зону на шесть равных частей и учтем 
симметрию.

Чтобы изучить влияние параметра неоднородности 

основания и показателя гибкости балки , рас-

четы велись для различных значений этих параметров. Ана-
лиз решения показывает, что как для однородного, так и 
для неоднородного полупространства с увеличением пока-

зателя гибкости балки максимальные изгибающие момен-
ты в среднем сечении уменьшаются. Так, для неоднородно-
го полупространства при увеличении показателя гибкости 
балки от =10 до =100 это уменьшение составило при па-
раметре неоднородности по глубине =0,2 – 34,64%, а при 
=0,6 – 37,3%. Для однородного основания уменьшение из-

гибающего момента составило 35,13%.
При прочих равных условиях параметр неоднородности 

также достаточно сильно влияет на картину напряженно-
деформированного состояния балки на упругом основании. 
Так, при =10 с увеличением параметра неоднородности 
от =0,2 до =0,6 максимальный изгибающий момент уве-
личивается на 10,8%, а при =100 увеличение максимально-
го изгибающего момента составляет 6,3%.
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