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Решение задачи Буссинеска и его применение  
для расчета балок на упругом основании  

для одного случая неоднородности по глубине
Известно, что модели упругого основания в виде однородного полупространства преувеличивают их рас-
пределительную способность. Учет увеличения модуля упругости полупространства позволяет регулировать 
распределительную способность. В данном исследовании для конкретного закона увеличения модуля упру-
гости по глубине, а именно в виде квадратного корня от глубины, решена задача Буссинеска и построена 
функция влияния осадок дневной поверхности основания от равномерно распределенной по прямоугольной 
площади нагрузки и с применением этих функций приведен расчет фундаментной полосы. Установлено, что 
учет глубинной неоднородности уменьшает распределительную способность основания, а также величины 
максимального изгибающего момента, возникающего в фундаменте.
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Труд профессора Буссинеска (Франция, 1885) «О рас-
пределении напряжений в упругой почве от сосредоточен-
ной силы» до настоящего времени изучается в курсе меха-
ники грунтов и является основополагающим в теории рас-
пределения напряжений в грунтовой среде. Задача Бусси-
неска является базовой моделью при исследовании мно-
гих прикладных проблем не только в строительной меха-
нике, геомеханике, но и в других областях науки, в кото-
рых используются методы теории упругости. Этим объяс-
няется регулярное появление в печати научных работ, по-
священных тем или иным обобщениям задачи Буссинеска, 
связанным с усложнением граничных условий, дифферен-
циальных уравнений теории упругости, структуры и упругих 
свойств полупространства и т. д. Так, A.P.S. Selvadurai [1] 
обобщил классическое решение задачи Буссинеска на слу-
чай, когда нормально нагруженное упругое полупростран-
ство подкреплено диском или мембраной. H.G. Georgiadis, 
D.S. Anagnostou [2] построили соотношения классической 
теории упругости, предположив, что функция «деформация 
– плотность энергии» зависит не только от деформацион-
ных членов, но и от градиентов деформаций. В [3–5] реше-
ние задачи Буссинеска обобщено на случай полупростран-
ства, лежащего на упругом основании.

Использование модели упругой полуплоскости и полу-
пространства сильно преувеличивает распределительную 
способность грунтовых оснований, т. е. в решениях, да-
ваемых этими моделями, осадки основания за предела-
ми загрузочной площадки затухают медленно, что не со-
ответствует реально наблюдаемым в экспериментах фак-
там. Применение модели неоднородного по глубине полу-

пространства позволяет регулировать распределительную 
способность основания, что немаловажно с точки зрения 
практики [6]. Для расчета фундаментных балок на упругом 
основании необходимо иметь решение задачи Буссинеска 
для неоднородного по глубине полупространства [7, 8]. Во-
обще при расчете фундаментных балок на упругом осно-
вании важную роль играет методика определения осадки 
основания [9, 10]. Ниже дается решение этой задачи при 
различных формах неоднородности, а также анализирует-
ся их применение к расчету балок на упругом основании.

Как показано в [7, 8], при увеличении модуля упругости 
полупространства по закону:
	

	 (1)

перемещение дневной поверхности полупространства на 
расстоянии r от точки приложения сосредоточенной силы P 
определяется по формуле:

.	(2)

Функция, отражающая неоднородность по глубине, 
определяется следующим образом [2, 3]:

	 .	 (3)

В [2, 3] показано, что при увеличении модуля упругости 
основания по линейному закону f(z)=α·z на основании фор-
мулы (2) осадка дневной поверхности основания на рассто-
янии r от точки приложения сосредоточенной силы P опре-
деляется выражением:
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,	

а при увеличении модуля упругости по глубине по зако-
ну квадратной параболы f(z)=γ·z2 – соответственно выра-
жением:

	 	

(5)

В данной статье исследуется случай, когда модуль упру-
гости основания увеличивается по глубине по закону квад- 
ратного корня, т. е. f(z)=β· . Подставив это выражение 
в (3) для функции, получим:

.	 (6)

Теперь с учетом (6) зависимость (2) примет вид:

.	 (7)

Полученный интеграл выражается через элементарные 
функции. Проведя математические преобразования получим:

	 	(8)

Таким образом, получен аналог формулы Буссинеска 
для неоднородного по глубине полупространства, когда мо-
дуль упругости основания увеличивается по глубине со-
гласно закону квадратного корня. В полученном выражении 
слагаемое, отражающее неоднородность основания:

.

Здесь  – безразмерный параметр расстоя-
ния от сосредоточенной силы на дневной поверхности по-
лупространства.

В табл. 1 показано, что учет неоднородности сильно 
уменьшает распределительную способность основания, так 
как функция, отражающая неоднородность, принимает толь-
ко отрицательные значения. Варьируя параметр неоднород-
ности основания β, можно удовлетворительно описать рас-
пределительную способность реальных грунтовых оснований.

При расчете фундаментных балок на упругом полупро-
странстве широко применяется классический дискретный 
метод, предложенный в свое время профессором Б.Н. Же-
мочкиным (1962 г.). Согласно этой методике расчета нуж-
но располагать функциями влияния осадок дневной поверх-
ности полупространства от равномерно распределенной по 
прямоугольной площади нагрузки. Согласно рис. 1 на рас-
стоянии х от центра загрузочной площадки:

,

где
;

;

;

(4)

(9)

Рис. 1. Схема расчета неоднородности основания

Рис. 2. Расчетная схема фундаментной полосы: а – схема; 
б – расчетная схема метода Б.Н. Жемочкина; в – эпюра изгибаю-
щих моментов; г – эпюра поперечных сил; 1 – однородное основа- 
ние; 2 – неоднородное основание при ; 3 – неоднородное основа-
ние при 
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Таблица 1

r* 0 0,5 1 2 3 4 5 6 7

ψ(r*) 0 -0,615 -0,65 -0,7847 -0,8433 -0,8771 -0,8989 -0,9141 -0,9253
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где .
Чтобы выделить особенности, которые могут возник-

нуть для внутренних точек загрузочной площадки, для вы-
числения вышеприведенных интегралов функцию осадок 
представим в виде суммы:

,

где

;   ;

;   ;

;

Применив к каждому из этих интегралов численное ин-
тегрирование методом Гаусса с восемью узловыми точками 
можно определить осадку в любой точке дневной поверхно-
сти неоднородного по глубине полупространства. Выбирая 
параметр достаточно малым, можно с любой заданной точ-
ностью вычислить осадку в центре загрузочной площадки. 
Для точек, находящихся за пределами загрузочной площад-
ки, осадка определяется по формуле:

,

где .

В табл. 2 даны ординаты функции 
влияния осадок при различных значе-
ниях параметра неоднородности осно-
вания. Как видно из табл. 2, неодно-
родность основания сильно снижает 
распределительную способность осно-
вания.

В качестве тестового примера рас-
считана полоса с постоянной изгибной 
жесткостью, загруженная равномерно 
распределенной нагрузкой (рис. 2).

Как видно из эпюр, представленных 
на рис. 2, учет неоднородности основа-
ния по глубине заметно уменьшает мак-
симальные значения изгибающего мо-
мента в балке. Для данного примера 
учет глубинной неоднородности основа-

ния позволил уменьшить максимальный момент по сравне-
нию с однородным основанием на 31,2%.
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Таблица 2

Однородное основание – β

0 1 2 3 4 5 6 7 8

4,8121 1,0811 0,5094 0,3361 0,2511 0,2006 0,167 0,1431 0,1251

Неоднородное основание – 

0 1 2 3 4 5 6 7 8

2,8505 0,4312 0,1592 0,0909 0,0611 0,0449 0,0348 0,0281 0,0233

Неоднородное основание – 

0 1 2 3 4 5 6 7 8

 
3,3037 0,5466 0,2104 0,1228 0,0837 0,0621 0,0486 0,0395 0,0281




