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Применение диаграмм деформирования  
для расчета несущей способности  

внецентренно сжатых железобетонных элементов
В программном комплексе MathCad разработан алгоритм расчета внецентренно сжатых железобетонных 
элементов на основе нелинейной модели деформирования бетона. Проведенные практические и теоретиче-
ские исследования колонн позволяют сделать вывод: применение диаграмм осевого сжатия бетона для рас-
четов внецентренно сжатых железобетонных элементов возможно без их трансформирования.
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Многие годы внимание исследователей привлекают ди-
аграммы деформирования бетона, связывающие напря-
жения с относительными деформациями. Учитывая совре-
менные представления о нелинейности, неравномерности 
деформирования, анизотропии и других свойствах рабо-
ты бетона, диаграмма осевого сжатия имеет криволиней-
ное очертание, напоминающее несимметричную параболу.  
СП 52-101–2003 в качестве зависимостей, используемых во 
всех случаях при расчете нормальных сечений по нелиней-
ной деформационной модели, рекомендует применять би-
линейную и трехлинейную диаграммы для бетона. Для ар-
матурной стали применяется диаграмма Прандтля.

Казалось бы, уже можно решить задачу оценки 
напряженно-деформированного состояния железобетон-
ного элемента. Однако одним из актуальных по настоящее 
время остается вопрос о возможности непосредственного 
применения диаграмм одноосного сжатия (растяжения) бе-
тона для расчетов конструкций, находящихся в сложнона-
пряженном состоянии.

Исследователи внецентренно сжатых элементов не при-
ходят к единому мнению при попытках решить данную за-
дачу. Одни авторы считают, что работу внецентренно сжа-
тых образцов нельзя численно оценить, используя диаграм-
му бетона при осевом сжатии (X. Раш, X. Рюш, С. Стокл,  
Г.М. Стурман, С.П. Шах и Г. Винтер), другие отмечают не-
изменность напряжений и деформаций в вершине диаграм-
мы с увеличением лишь предельной сжимаемости с ростом 
градиента деформации (Л.Е. Кларк, К.Г. Герлстль и Л.Г. Ту-
лин). В.П. Чайка установил, что максимальные напряже-
ния в бетоне при внецентренном сжатии могут повышаться  
на 10–15%.

Исследователи, придерживающиеся мнения о различии 
диаграмм одноосного сжатия и сложнонапряженного состо-
яния количественно и качественно, указывают на необходи-
мость трансформации диаграммы деформирования бетона 
при осевом сжатии перед непосредственным использова-
нием в расчетах. Определение коэффициентов трансфор-
мации эталонных диаграмм рассматривалось В.В. Адище-
вым, Э.В. Березиной, Н.В. Ершовой [1], Ю.А. Крусь [2].

Экспоненциальная зависимость для описания дефор-
мирования бетона, анализ применения которой для внецен-
тренно сжатых элементов рассмотрим ниже:

 
,                         (1)

где aс, bс  – коэффициенты; р – величина относительной де-
формации, соответствующая напряжению Rb.

Эффективность применения диаграммы деформирова-
ния бетона в виде экспоненциальной зависимости (1), пред-
ложенной в [3], для расчетов изгибаемых элементов была 
подтверждена в работах А.В. Козлова [4], А.А. Пищулева [5].

За расчетную модель принят внецентренно сжатый же-
лезобетонный элемент прямоугольного сечения шириной b 
и высотой Н (рис. 1).

Условия деформирования для применяемого бетона  
в (1) задается значениями коэффициентов ac и bc, которые 
вычисляются при решении системы уравнений:

 
;                        (1.1)

 

;       (1.2)

 
,   (1.3)

где Rb – расчетное сопротивление бетона осевому сжатию; 
Eb – начальный модуль упругости бетона при напряжениях, 
составляющих 10% от Rb; γ – коэффициент, входящий в со-
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став постоянных коэффициентов aс и bс, позволяющий опре-
делить очертание диаграммы деформирования при прохож-
дении через точку 0,1Rb.

Принцип расчета нормальных сечений на внецентрен-
ное сжатие основан на двух условиях равновесия без учета 
работы растянутого бетона:

 ; (2)

 . (3)

Усилия в бетоне и арматуре, а также пределы интегри-
рования задаются согласно расчетной схеме (рис. 1). При 
этом закон деформирования бетона определяется зависи-
мостью (1); арматуры – диаграммой Прандтля.

Высота сжатой зоны бетона не является постоянной ве-
личиной, так как в процессе работы железобетонного эле-
мента изменяются усилия в бетоне и арматуре. Закон из-
менения этого параметра k(εb) выявляется из уравне-
ния (3), используя встроенную в среде MathCad функцию 
root. При дальнейших вычислениях каждое из усилий пе-
реопределяется в соответствии с изменением высоты сжа-
той зоны бетона.

Вышеперечисленные суждения посредством примене-
ния средств программирования MathCad увязаны в единый 
алгоритм, позволяющий производить вычисления в автома-
тическом режиме с контролем на определенных ступенях.

Для проверки реализованного алгоритма расчета 
прочности внецентренно сжатых железобетонных элемен-
тов с применением нелинейной диаграммы деформиро-
вания бетона было изготовлено и испытано четыре серии 
образцов [6].

Значения прочности экспериментальных образцов про-
считывались по нескольким вариантам. При этом варьиро-
вались как вид диаграмм деформирования бетона и арма-
туры, так и параметрические точки диаграммы состояния 
бетона – предельная сжимаемость εbR; краевые деформа-
ции εbu или εbult, а также значения начального модуля упру-
гости бетона Eb. Анализ показал, что применение в разра-
ботанном алгоритме диаграммы деформирования бетона в 
виде экспоненциальной зависимости (1) и диаграммы де-
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Рис. 1. Схема расчетной модели внецентренно сжатого железобетонного элемента: εb – величина относительных деформаций крайне-
го сжатого волокна бетона εb(εb); εs(εs) и εsc(εsc) – величины относительных деформаций наиболее и менее удаленной от линии действия 
внешнего усилия арматуры соответственно; Db – равнодействующая усилий в сжатой зоне бетона; Ns и Nsc – равнодействующая уси-
лий наиболее и менее удаленных от линии действия внешнего усилия арматурных стержней соответственно; N – приложенное с эксцен-
триситетом внешнее усилие; k – высота сжатой зоны бетона; as(as) и asс(asс) – величина защитного слоя бетона для наиболее и менее 
удаленных от линии действия внешнего усилия арматурных стержней соответственно; h0 – рабочая высота сечения (h0); x – текущая 
координатная ось для сжатой зоны бетона с началом отсчета на нейтральной оси; e0 – расстояние от оси симметрии образца до линии 
действия внецентренно приложенного усилия (e0); Z1 – плечо внецентренно приложенного внешнего усилия N относительно нейтраль-
ной оси; Z2, Z3, Z4 – плечи внутренних усилий Db, Nsc, Ns соответственно относительно нейтральной оси

Рис. 2. Распределение сжимающих напряжений в бетоне по вы-
соте нормального сечения образца К-1(2) на определенной ста-
дии загружения:  – напряжения в местах наклейки датчиков при 
N-21 т;  – эпюра сжатой зоны бетона по программе при N-21 т 
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формирования арматуры в виде диаграммы Прандтля по-
зволяет получить значение среднего отклонения 3,5% и 
среднего квадратичного – 4,2%. При этом значение Eb опре-
делено по формуле из [7]; величина εbR – в соответствии 
с Eurocode-2; εbu – по [8].

Учитывая мнение сторонников различия диаграмм од-
ноосного сжатия и сложнонапряженного состояния, была 
выполнена трансформация кривой деформирования бето-
на (1) согласно [1]. Применение полученного закона дефор-
мирования бетона в вычислениях по разработанному алго-
ритму приводит к значительному завышению результатов 
прочности.

Во время эксперимента относительные деформации бе-
тона и арматуры измерялись тензодатчиками омического 
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сопротивления, показания которых фиксировала система 
сбора данных UCAM-60B фирмы KYOWA. Диапазон опыт-
ных значений несущей способности (прочности) проанали-
зированных образцов составляет 190–3600 кН.

Используя возможности алгоритма и средств програм-
мирования САПР MathCad, можно отслеживать процесс из-
менения сжимающих напряжений в бетоне по высоте сече-
ния на различных уровнях загружения и определять дефор-
мации бетона и арматуры в эти моменты (рис. 2).

Кроме сопоставления результатов расчета по алгорит-
му, основные положения которого изложены выше, с соб-
ственными экспериментальными данными, для проверки 
достоверности полученных результатов были проанализи-
рованы опытные данные, приведенные в [9–14]. В общей 
сложности несущая способность 55 экспериментальных об-
разцов была просчитана по алгоритму с применением (1), с 
применением трех- и двухлинейной диаграмм деформиро-
вания бетона, рекомендуемых СП 52-101–2003 (рис. 5). В 
результате расчетов получены следующие значения сред-
него и среднеквадратичного отклонений:
• с применением (1): 0,1% и 11%;
• с применением двухлинейной диаграммы: -0,7% и 11,1%;
• с применением трехлинейной диаграммы: -1,4% и 11,5%.

Выводы
1. Анализ результатов собственных и сторонних экспери-

ментов показывает возможность применения диаграмм 
осевого сжатия бетона для расчетов элементов, находя-
щихся в сложнонапряженном состоянии без проведения 
их трансформирования.

2. Расчет прочности с применением всех трех диаграмм 
деформирования бетона (нелинейная, би- и трехлиней-
ная) показал близкие результаты при повышении точно-
сти вычислений с применением зависимости (1) по сред-
нему и среднеквадратичному отклонению. При этом ди-
апазон эксцентриситетов приложения внешнего усилия 
достаточно широк [0-(h/2+20)] см.

3. Применение нелинейной диаграммы деформирова-
ния бетона в виде экспоненциальной зависимости де-
лает возможным определение значения прочности об-
разца при известных значениях деформаций; определе-
ние напряженно-деформированного состояния по всей 
высоте сечения элемента в любой момент загружения, 

Рис. 3. Значения отклонений опытных (Nоп) и расчетных (N) 
значений прочности коротких внецентренно сжатых колонн:  

 – двухлинейная диаграмма деформирования бетона;  – трех-
линейная диаграмма деформирования бетона;  – нелинейная диа-
грамма в виде экспоненциальной зависимости
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включая оценку напряжений в различных слоях бетона, 
а также в арматуре. Это может оказаться полезным при 
расчетах эксплуатируемых конструкций.
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